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Ein einfaches statistisches Modell fiir Transportvorginge
mit beschrinkter Ausbreitungsgeschwindigkeit. II.

J. U. KELLER
Institut fiir Theoretische Physik der Rheinisch-Westfilischen Technischen Hochschule Aachen

(Z. Naturforsch. 25 a, 1207—1212 [1970] ; eingegangen am 2. Juni 1970)

In a paper! published recently a one-dimensional random walk-model for transport-processes
with bounded velocity of propagation like heat conduction, diffusion and Brownian-motion has been
given. Now this model is generalized to processes in 3 dimensions. We consider the transport pro-
cess as a random-walk process in a primitive cubic lattice without boundaries and without external
forces. The jump-probabilities of the random-walk-particle generally depend on the history of the
particle. The resulting transport-equation contains terms which are due to the structure of the
lattice not invariant under rotation. Furtheron this equation always describes transport-processes

with bounded velocity of propagation.

Einleitung

Verfasser hat in einer vorhergehenden Arbeit?!
ein einfaches statistisches Modell fiir Transportpro-
zesse mit beschrinkter Ausbreitungsgeschwindigkeit
wie Warmeleitung, Diffusion und Brownsche Bewe-
gung angegeben. Das Modell bestand aus einem ein-
dimensionalen Irrflug-Prozef3, dessen Dynamik aber
im Gegensatz zu den bisher in der Literatur verwen-
deten Prozessen >3 nicht durch eine Markoff-Kette
1. Sufe, sondern durch eine Markoff-Kette 2. Stufe
beschrieben wurde.

Dieser Umstand erlaubt es, die Tragheit der Irr-
flug-Teilchen (IT) zu berticksichtigen. Ferner ist ein
physikalisch plausibler Grenziibergang vom diskre-
ten Modell zum Kontinuum angegeben worden, bei
welchem die bei dem bisher in der Literatur verwen-
deten ,,Einstein-Smoluchowski-Limit“ auftretenden
Schwierigkeiten! vermieden werden. Die aus dem
in 1 angegebenen Grenzprozel3 vom diskreten System
zum Kontinuum resultierende Transportgleichung
hat die Struktur der Telegraphengleichung, be-
schreibt also im Gegensatz zu den bisher verwen-
deten Gleichungen von Fourier, Fick und Fokker-
Planck ! stets Transportprozesse mit beschrinkter
Ausbreitungsgeschwindigkeit. In der vorliegenden
Arbeit wird das in ! angegebene Modell auf den
Fall eines 3-dimensionalen Prozesses verallgemei-
nert. Der Transport-Proze wird als Irrflug-Pro-
zef} 173 eines oder vieler sich voneinander unabhin-
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1 J. U. KeLLER, Z. Naturforsch. 25a, 000 [1970]; voran-
stehende Arbeit.

2 S. CHANDRASEKHAR, Rev. Mod. Phys. 15,1 [1943].

gig in einem unbeschrinkten kubisch primitiven
Gitter bewegenden Teilchen angesehen. Wir nehmen
an, daf} auf die IT keine auBeren Krifte wirken.

Das einzelne IT kann mit dem Brownschen Teil-
chen, einem diffundierenden Teilchen oder der mitt-
leren bei einem Stof} zwischen 2 Teilchen tubertra-
genen kinetischen Energie identifiziert werden, je
nachdem man den Irrflug-Prozel als Modell fiir
Brownsche Bewegung, Diffusion oder Warmeleitung
ansieht.

Die Dynamik des Prozesses wird durch eine Mar-
koff-Kette 2. Stufe beschrieben % 5. Die Sprungwahr-
scheinlichkeiten des IT héngen also im allgemeinen
noch von seiner Vorgeschichte ab.

Beispiele fiir physikalische Prozesse, welche sich
durch ein Irrflug-Modell beschreiben lassen und bei
denen die Vorgeschichte des IT beriicksichtigt wer-
den muB, sind: Die Diffusion von Frenkel-Paaren
oder von Clustern von Zwischengitter-Atomen und
Fehlstellen im Festkorper. Die Brownsche Bewegung
eines Molekiils mit innerer Struktur in Flissigkei-
ten, z. B. Polyvinylpyrolidon in Wasser 6. Warme-
leitung in Stoffen, deren Molekiile viele innere Frei-
heitsgrade besitzen, z. B. Hochpolymere.

Irrflug-Prozesse der 2. Markoff-Stufe

Wir filhren zunachst gewisse Bezeichnungen ein
und geben einige allgemeine Beziehungen an:

a>0 ... Gitterkonstante,

3 M. KAc, in: Selected Papers on Noise and Stochastic Pro-
cesses, N. Wax (Ed.), Dover, New York 1954, S. 295.

4 J. L. Doos, Stochastic Processes, J. Wiley & Sons, New
York 1953, S, 171, 185 f.

5 J. KELLER, Z. Physik 204, 47 [1967] ; 210, 142 [1968].

6 J. KELLER, Ann. Phys., 7. Folge, 24, 47 [1969].
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an=a(ny,ny,ng), (n;=0, £1, £2,...,i=1,2,3)
... Ortsvektor eines allgemeinen Gitterpunktes,
e,, (a=1, 2, 3) ... Einheitsvektoren des Gitters,
Nz (N=0,1,2,..., ©>0)

.. . Zeitpunkte der einzelnen Spriinge des IT.

m n
p (M N)

..mg,n,=0, 1, £2...,a=1,2,3; M, N=0,
1, 2,... Simultane Wahrscheinlichkeit (SW) da-
fiir, daB sich das IT sowohl zur Zeit M v im Git-
terpunkt am als auch zur Zeit N7 im Gitter-
punkt a 1 befindet.

p(“P5e)

..a=1,2,3; k=0, =1, £2,...Wahrscheinlich-
keit dafiir, daB das IT zur Zeit (N+13) 7 die
Geschwindigkeit ((a/t) k) e, besitzt.

m n O

P(M N 0)

. . Bedingte Wahrscheinlichkeit (BW) dafir, daf
sich das IT zur Zeit O v im Gitterpunkt a 0 be-
findet, wenn es sich zur Zeit M v im Gitterpunkt
am und zur Zeit N7 im Gitterpunkt a ® befun-
den hat.

p<(ax)_ké €a (a//vrlLlé )

...BW dafiir, daB das IT zur Zeit (N+1%) v die
Geschwindigkeit (a/7) le; besitzt, wenn es zur
Zeit (N —1%) 7 die Geschwindigkeit (a/7) ke,
(a, f=1, 2, 3) gehabt hat.

Normierungen:
Sp(m R 1. aleMN, (la)
Sp(m o) =1 ... alle M,N,0. (1b)
o m,n.

Diskretes Analogon zum Wahrscheinlichkeitsstrom
am Ort a N zur Zeit N 7:

i(3)= 57 () +B) @
vaa="§_g}p(;¢ i (3a)
= Smp(RITeR).  (@3b)

m=—oo

Ein iiber einem diskreten vektorwertigen Ortspara-
meter und skalarem Zeitparameter definierter sto-

chastischer Prozefl heifit Markoff-Kette s. Stufe,

J. U.KELLER

wenn fiir alle hoheren bedingten Wahrscheinlichkei-
ten (r = s) gilt:

n,...n1 | ng ng ... n n

P(Nr—rN—l 1>=P(N—szv—1 N)
allen;; i=0,...,r;5=0,1,2,...,

N,r=0,1,2,...,r < N.

Der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit 7 lautet
fiir Markoff-Ketten 2. Stufe

P(; N?l)z ) p(Nil 3 ol ‘N'—:—ll)' (5)

(4)

Kennt man die BW der Markoff-Kette (z.B. aus
einem quantenmechanischen Modell oder durch Be-
obachtung), so lassen sich bei gegebener Anfangs-
verteilung p<g r?) aus (5) die SW zu beliebigen
spiteren Zeitpunkten berechnen. Wir betrachten nun
einen Irrflug-Prozel der 2. Markoff-Stufe in einem
unbeschrinkten kubisch primitiven Gitter. Der Pro-
zel3 sei homogen in Ort und Zeit. Wir nehmen an,
dal} auf das IT keine dufleren Krafte wirken, daf
es ferner nur Einzelspriinge, keine Multispriinge
ausfithren kann und daf} es schlieBlich keine Mog-
lichkeit besitzt, an einem Ort zu verweilen. Fiir die
BW kann dann im Hinblick auf (1b) folgender An-

satz gemacht werden:

(6)
!-’_i+5~2w o= j=tHe,
p(n;;ﬁ;:; Z): Y —s—-2w...i=—j=1=e,
w .. i=Te,,
i=i€ﬁ,

0...sonst, a%pf; a,f=1,2,3.

Die Dynamik der Kette wird durch 2 Parameter s, w
vollstandig bestimmt. Diese Parameter konnen noch
von a, 7, aber nicht mehr von n oder NV abhéangen.
Es gelten die Ungleichungen

0wt (7a)
2w+s|< % (7b)

Ist s =0, so geht die Kette 2. Stufe in eine Markoff-
Kette 1. Stufe iiber. Ist w =0, so kann sich das IT
nur lidngs einer einzigen Gittergeraden bewegen.
Die Erwartungswerte der Lagekoordinate, des
Quadrates der Lagekoordinate, der Geschwindigkeit,
der Beschleunigung, des Drehwinkels der Projektion

7 W. FELLER, An Introduction to Probability Theory and its
Application, 3-rd Ed., J. Wiley & Sons, New York 1952,
S.20. — A.Parouls, Probability, Random Variables, and
Stochastic Processes, McGraw-Hill, New York 1965, S. 37.
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der Bahn des IT in Richtung der y-Achse und die
Streuung des IT sind definiert durch:

E.V) =aSn.p(}), (8a)
D.(N) =a* Sn2p(}), (8b)
EwM) =7 Zmp(y i) (8c)
nntme, n + (m+o) e,
Eva(N) = 2 ,%o(o m) p(N N+1 N+2 )
(8d)
En(N) =3 S0 p) p(y V55" V1Y) @e
S.(N) =D, (N) —E2(N), (81)
0u(N) = T (S.(N+1) = S.()), (8g)
@(a, B) ... Winkel zwischen den a, f-Achsen.

Die asymptotischen Werte (N — oo) fast aller die-
ser Groflen sind von der Anfangsverteilung im Git-
ter unabhéngig und lassen sich als Funktionen von
a, 7, s, w leicht berechnen:

0 <y =0
0 e T=1,
(12
. cen 2]
lim E,(N)='10 . z=b, (9)
N—>oc
g [1-2(s+2w)] ... 2=]b,]
0 o aw BN
2aw —|y|
, T=17,
1425 a
lim oWy = 50 5+ (10)

Zur Auswertung von (5) mit (6) fithren wir fol-
gende GrofBlen als neue Unbekannte ein:

)  ply)= Zg)("*e’ 1 (11a)
() =P<'1'v—elaz'vl) —p(¥teN). i
Pra(n) P(';\IJF?N)*‘P(N 11v) (11¢)

_p("+ea+113) P( Ivjafl If\l,> ;
a=1,2,3 (mod 3),
gpra=0,

e_,=—e,.
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Umgekehrt gilt
p(WEem) =% [p(3)+r(}) —pree(F)] 19

F i (y)-
b) p()=3p(inig)  aza)
”“a(;)=l’(z'\'r7vief> 2T (12b)
Pau(;)ﬂ’('z;%tel) <N+1) (12¢)
o ) e (),
2pa=0, a=1,2,3 (mod3).
Umgekehrt gilt
p (5D =+ (2 (3)+ pea(¥) ~Pacrs(})]122)
= b ()

Zur Ableitung einer Transportgleichung fiir p(;)

allein wiirde es natiirlich geniigen, nur eine der bei-
den Variablengruppen (11) oder (12) zu verwen-
den. Wir wollen aber auch eine Gleichung fiir den
Wahrscheinlichkeitsstrom j, aufstellen. Dazu ist ge-
maf} (2), (3) die Auswertung von (5) mit beiden
Variablengruppen (11) und (12) erforderlich. Als
Vorbereitung fiir den Grenziilbergang zum Konti-
nuum fithren wir folgende Bezeichnungen ein:

t=A4t,
Nt=t,

a=A4z,
an,=1u,,

nia(;)»nia(f, 21;)’ i=a,r; a=1,2,3;

pia<]'\',)—>p.-a(f, g p(;)*p(f) (13)

z(a,7) = z(dx, 4t), z=s,w
0((42)")=0,", 0((4)")=0,.

Die Parameter s, w mogen nach 4z, At entwickelbar

sein: S(AZ, Al(AI)) =0y + 04 Ax+0121 (14)
w (dz, At(4x)) = wy+ wy Az + 02

Nach (7) gilt 0w, <4, (15 a)

2wy+]0y| 4. (15b)

Aus (5) folgen mit (6), (11), (12), (13) folgende Gleichungen:
3
atp( )At+0t =—2s Zlayn,ydx +3[4p+ (1 —6w) 2 3,2(Pry—Pry+2) 1 (42)2+0,® (16 a)
= 14
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ﬂm(:) +a,n,,, At+0¢2 =25 Ty ——% [aap+ (1—6W) aa(pra_pra+2)] Az +s aa2 ﬂra(dfl})z +Ozs, (16 b)

atpra(;:) At+0t2 = —6wPra—25(aanra—aa+1“ra+1)Ax+¢J§ [(82—854—1) P+ (1 —610) (aa2(pra—'pra+2)

bzw.

x 3 3
atp( t )At+012= '—zlay Teay A$+ % [Ap+zlay2(Pay—Pay+2)] (AI)2 +013’
r= y=

+33+1 (Pra—Pm+1))] (Ax)2+0139 (16¢c)

(17 a)

naa(f) +atnauAt+0t2 =257, —$ [aap+aa(Paa—paa+2)] Ax+ é'saa2nm(dx)2 +Ozsa (17D)

atPaaAl’f‘Otz: _6wpaa =i ('— % +4'w) (aa‘naa—'aa+1naa+l) AI

(17¢)

+ (é—‘w) [(a%—ag—}—l) p‘l‘aozt (paa—Paa+2) +802z+1(paa—paa+1)](dx)2 +0.3.

In (16), (17) héngen die Parameter ;,, pi, (i=a,r) sowie s, w noch von 4z, At ab.

Der Grenzibbergang zum Kontinuum 4dz— 0,
At— 0 wird nun unter folgenden Voraussetzungen

durchgefiihrt:

1. Wir setzen Ax=c 4t (18)

wo ¢>0 eine Konstante ist. Diese Bedingung ga-
rantiert, daf} die Geschwindigkeit, mit welcher das
IT im kontinuierlichen Grenzfall seine Zitterbewe-
gung ausfiihrt, endlich ist. Gerade diese physikalisch
plausible Bedingung wird im ,,Einstein-Smoluchow-
ski-Limit“ verletzt 1.

2. Die Grenzwerte

i E) = lim 7, (%, 42 ;
a\e) = g0 e\t dt)>  i=a,r,

W T, P (% Sle 4=1e2:E o)

(19 a)

sollen gleichmafig fiir alle X und ¢ existieren und
in diesen Variablen in Taylor-Reihen entwickelbar
sein. Diese Forderungen sind zusammen mit (18)
notwendig und hinreichend dafiir, da} im kontinuier-

lichen Grenzfall an jedem Ort X und zu jeder Zeit P

t = 0 ein eindeutiger gewdhnlicher und ein eindeu-
tiger ,absoluter Wahrscheinlichkeitsstrom (bzw.
Diffusions- oder Warmestrom) existiert. Unter dem
,absoluten® Diffusionsstrom am Ort X und zur Zeit ¢
in Richtung der a-Achse verstehen wir dabei z. B.
die Summen der Betrige der Geschwindigkeitskom-
ponenten in Richtung der a-Achse aller Teilchen
welche pro Sekunde durch die Einheitsfliche normal
zur a-Achse am Ort X zur Zeit ¢ hindurchtreten. In
analoger Weise lassen sich ein ,absoluter” Wahr-
scheinlichkeits- bzw. Warmestrom definieren.

Die Groflen pm(f) geben die Differenz zwischen
den absoluten Wahrscheinlichkeitsstromen in Rich-

tung der a- und der (a+1)-Achse an. Ist p;,=0
(a=1, 2, 3), so ist der absolute Wahrscheinlich-
keitsstrom isotrop.

3. Wir setzen in (14)

gp=% (20)

Aus (7) folgt mit der Bezeichnung G,= —o,
wy = (21)
052w, Z01 (22)

Wir setzen zundchst voraus, daBl w; 0 ist. Die Be-
deutung der Forderung (20) kann mit Hilfe der
differentiellen bedingten Wahrscheinlichkeiten dafiir,
daB das IT im Zeitintervall (¢, ¢+ At) seine Ge-
schwindigkeit beibehlt bzw. umkehrt oder um =+ /2
dreht, geklart werden. Aus (6), (14), (18), (20),
(21) folgt

(23)

1-—(0,+2w) cdt+02...a=0

=g

(iceﬂi‘ce,q)z (6, —2w,;) cAt+02...a=f
t |t+A4t + F
wicdt+02...a%f

a,f=1,2,3.

Das IT behilt also fast immer (d. h. mit Wahrschein-
lichkeit 1) seine Geschwindigkeit bei und wechselt
die Richtung seiner Bewegung fast nie (d.h. mit
Wahrscheinlichkeit 0). Wenn (20) nicht gilt, andert
das IT im kontinuierlichen Grenzfall die Richtung
seiner Geschwindigkeit in jedem beliebig kleinen
Zeitintervall mit Wahrscheinlichkeit 1 beliebig oft.
Makroskopisch gesehen bleibt das IT dann wegen
(18) an ein und derselben Stelle. Der Irrflug-Prozef3
ist in diesem Fall eingefroren. Die Bedingungen
(18) und (20) garantieren gerade, daf} das IT mit
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endlicher Geschwindigkeit im Kontinuum diffundiert.

Die Bahnkurve des IT ist eine iiberall stetige und
fast iiberall differenzierbare , Kurve“, welche in
einem endlichen Stiick eine endliche Anzahl von
Ecken und Spitzen besitzt. Aus (23) ergibt sich die
mittlere Anzahl n, bzw. ny; von Ecken bzw. Spitzen
pro Lingeneinheit der Bahn zu

ne=4w,, ng=0,;—2w;.

Fihrt man den Grenzproze Az — 0, 4t— O unter
Beachtung von (14) mit (18), (20) in (9) und
(10) durch, so erhélt man:

(25)
C/3 x=|val 5
2 A
lim lim E,(N) = {3 (01—2wy) .. .2=[b,],
At—0 N—oco
2n
3 W z=|7|,
lim lim o,(N) = (26)
N—oco At—0

Es laBt sich zeigen, dal der durch (18), (20) pra-
zisierte Grenzprozefl Az — 0, At— 0 der einzige ist,
bei welchem alle Ausdriicke in (9) und (10) kon-
vergieren. Dies folgt unter Verwendung von (14)
aus der Struktur der in (9), (10) auftretenden
Terme.

Aus (16) bzw. (17) folgen mit (18), (19), (20)
im Limes At— 0, 4z— 0 die Gleichungen

3
d:p (f)=—c28,ni.,, (27 a)
1
atﬂia (j) = '_’g’ aa(p+pia_pia+2) "'2810”&”
(27Db)
atpia (7) = 1= (aaﬂia'_'aa+1nia+l) —'6cw1 Pia >
i=ar;a=1,2,3 (mod3). (27¢)
Abkiirzungen
1=1/2¢6,, v =1/6cw;, Dy=c/25,, (28)
= % (paa+pra)a
: 29
Ja= >;_ (naa'l‘”ra)- ( )
Aus (22) folgt
0<<< 37 (30)

Addiert man die jeweiligen sich fiir i=a bzw. i=r
ergebenden Gln. (27), so folgt mit (28), (29):

3tp+ 29:j.=0 (31)
D
- _3‘laa(p+pa_pa+2)s (32)
a=1,2,3 (mod 3),
7’ atpa+pa= _T'(aaja_aa+1ja+l)' (33)

Tatja’l'ja:

gy fdssep (S )+
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Die Beziehung (31) ist der Erhaltungssatz fiir die
Wahrscheinlichkeit bzw. Teilchenzahl oder Warme-
menge. Die Gl. (32) kann als verallgemeinertes
1. Ficksches Gesetz bzw. Fourier-Gesetz angesehen
werden. AuBler dem durch die 2. Markoff-Stufe be-
dingten Tragheitsterm auf der linken Seite treten
noch die Gradienten der Anisotropieparameter p,
auf. Diese Glieder verschwinden gemaf} (33), wenn
die Gitterstruktur fiir den betrachteten Transport-
Prozel keine Rolle spielt. Das heiflit wenn die An-
zahl der Ecken pro Léngeneinheit der Bahn des IT
iiber alle Schranken wichst. Die Gl. (33) verkniipft
die Anisotropie-Parameter p, mit den Gradienten
des gewohnlichen Wahrscheinlichkeisstromes. Aus
(31), (32) bzw. (32), (33) folgen die Gleichungen

3
18!2P+atp= %[AP+Zaa2(Pa—Pa+2)], (34‘)
(23:+1) (v 8+ 1) pu= 2 V(3% —8%41) p
+a§ (Pa—‘Pa+2) _a§+1 (pa+1'_‘pa)]9 (35)

a=1,2,3 (mod 3).

Diese Gleichungen beschreiben einen Transportpro-
zeB} mit beschrénkter Ausbreitungsgeschwindigkeit c.
Dies folgt am einfachsten aus der Dispersions-Rela-
tion des Systems. Die Parameter p, konnen mit Hilfe
einer Fourier-Laplace-Transformation von (34),
(35) leicht eliminiert werden. Es gilt

2D g b1 et [ ®
taﬁp(x) +atp=D0Ap—**,p’Afdse i P(t—s)
Sy* 0y°
+ 22 (3,29,2

EW:iﬂL (x)
—17')2 P t—s

R
e—8fx—e—8l¢
_332 alz)ofds —-:1,——}7(:_3)

+0,% 052 +9,;%9,%) - { [ ds

D3
D 129,23,2 82

2717 (36)

—7)%

.{{dss =)t boonst

e—Slte—s/v ( x )

’ O]t'ds(e_s/'—e_“/") p(tis>}.

Diese Gleichung gilt fiir alle Zeiten ¢ > max(z, 7).
Fiir kleinere Zeiten treten in (36) noch Terme auf,

welche die Anfangsverteilung p( )bzw p< )ent-

halten. Diese Terme relaxatieren jedoch mit den Re-
laxationszeiten v bzw. 7’. Die Gl. (36) ist eine lineare
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partielle Integro-Differentialgleichung und besitzt
bei Gittern der 1. Markoff-Stufe kein Analogon. Sie
enthalt ebenso wie (34), (35) bzw. (32), (33)
Glieder, welche nicht mehr drehinvariant, wohl aber
invariant gegeniiber Deckungstransformationen des
Gitters sind. Fiir Mittelwert, Streuung und Korrela-
tionsfunktion des IT gilt nach (36) :
lim Ea(t) 5 Ea(O) +7 Eva (0) ’

t—o00

Eva(t) =E,,(0) e_t/ts
lim S,(¢) =Dy,

t—o00
lim S,,(2) =¢?/3,
t—o00

lim Rye(t,t+15) =e bl

t—o0

Die Nachwirkungsterme in (36) werden erst fir
das asymptotische Verhalten der Momente 3. und
hoherer Ordnung relevant.

Andert sich die Wahrscheinlichkeitsverteilungs-
dichte p wenig iiber Zeiten bzw. Lingen der Grofen-

den Transportprozefl ,,gewohnlich“. Fiir solche Pro-
zesse restringiert sich (36) auf die Gleichung

192p+3;ip= %A(1+r’81)p+0(r'2)- (37)

Dieselbe Gleichung erhilt man aus (36), wenn die
Anzahl der Knicke pro Lingeneinheit der Bahn des
IT sehr groB wird, d. h. wenn v"— 0 geht. Die Gl.

8 J. MEIXNER, Z. Physik 219, 79 [1968]. — J. U. KELLER,
in Vorbereitung.
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(37) ist invariant gegeniiber Drehungen des Ko-
ordinatensystems. Sie beschreibt einen Transport-
prozeB mit beschrankter Ausbreitungsgeschwindig-
keit ¢. Das mit der Zeitableitung behaftete Glied
auf der rechten Seite dieser Gleichung verursacht
eine zusitzliche Dampfung des Transportprozesses,
wie aus der Dispersions-Relation von (37) abgelesen
werden kann. Dieses Glied tritt im Fall des 1-dimen-
sionalen Prozesses nicht auf. Es kann wegen (30)
gegeniiber dem Glied mit der 2. Zeitableitung nicht
vernachlassigt werden. Eine Gleichung von der Struk-
tur (37) kann fir den Prozefl der Warmeleitung
auch phanomenologisch im Rahmen der entropie-
freien Thermodynamik der Vorginge begriindet
werden 8.

Im Falle n,— o, d. h. 7— 0, " — 0, folgt aus
(37) die Gleichung
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Diese Gleichung kann als Fokker-Planck-Gleichung,
als gewohnliche Diffusionsgleichung (2. Fick-Gesetz)
bzw. als Fouriersche Warmeleitungs-Gleichung inter-
pretiert werden, je nachdem man den Irrflug-Prozefl
als Modell fiir Brownsche Bewegung, Diffusion oder
Warmeleitung ansieht. Eine ausfiihrlichere Diskus-
sion der Gl. (36) soll an anderer Stelle gegeben
werden.
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